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Аннотация 

Цель настоящей статьи – показать, что увлечение Алана Тьюринга проблемой 
филлотаксиса и числами Фибоначчи не является случайным. Эти исследования нельзя 
рассматривать иначе, как предчувствие гениального ученого использования естественной 
«Математики Природы» для создания вычислительных машин будущего. Настоящая 
статья состоит из двух частей: Математика Гармонии и «Золотая» Информационная 
Технология. В первой части излагаются основы «Математики Гармонии» как истинной 
«Математики Природы» и как нового междисциплинарного направления современной 
науки. Показано, что эта математика имеет прямое отношение к теории относительности и 
4-й проблеме Гильберта. Вторая часть статьи посвящена изложению «золотой» 
информационной технологии как основы информационных технологий будущего (коды и 
компьютеры Фибоначчи, коды золотой пропорции, «золотые» резистивные делители, 
троичная зеркально-симметричная арифметика, новая теория кодирования, основанная на 
матрицах Фибоначчи, матричная криптография и др.).   

1. Тьюринг и числа Фибоначчи 

1.1. Тьюринг и филлотаксис. Алан Матисон Тьюринг (1912 —1954) — английский 
математик, логик, криптограф, изобретатель машины Тьюринга. Алан Тьюринг имеет 
широкую и по-прежнему возрастающую репутацию одного из наиболее творческих 
мыслителей 20-го века. Его научные интересы - от теоретической информатики до 
искусственного интеллекта и биологии - охватывают многие новые исследовательские 
темы 21-го века.  В ознаменование выдающихся достижений Алана Тьюринга в области 
теоретической информатики учреждена премия Тьюринга (Turing Award) - самая 
престижная премия в информатике, вручаемая Ассоциацией вычислительной техники за 
выдающийся научно-технический вклад в этой области. 

 

Алан Тьюринг (1912 —1954) 



Тьюринг учился в Шерборнской школе, где проявил незурядные способности к 
математике и химии, затем в Королевском колледже Кембриджского университета, 
который окончил в 1934. Непосредственным его учителем, а впоследствии коллегой был 
математик М.Х.А.Ньюмен (1897-1984); Тьюринг слушал его курс по основаниям 
математики в 1935. В том же году Тьюринг получил стипендию Королевского колледжа 
для работы над диссертацией. Именно в этот период он опубликовал ключевую статью с 
изложением того научного открытия, которое мы теперь называем машиной Тьюринга - 
фундаментальной идеи в области информатики и математической логики. В 1936-1938 он 
стажировался в Принстонском университете в США, где его научным руководителем был 
американский логик А.Чёрч (1903-1995). После получения докторской степени Тьюринг 
отклонил предложение Джона фон Неймана остаться в США и вернулся в Кембридж, где 
получил стипендию Королевского колледжа для занятий логикой и теорией чисел, 
посещая одновременно семинары Л.Витгенштейна по философии математики.  

Во время Второй Мировой войны Тьюринг работал в Блечли Парке — 
британском криптографическом центре, где возглавлял одну из исследовательских групп, 
занимавшихся расшифровкой закодированных немецкой шифровальной машиной 
«Энигма» сообщений Кригсмарине и Люфтваффе. Читая закодированные немецкие 
сообщения, можно сделать заключение, что в марте 1943 года Великобритания стояла на 
грани поражения в битве за Атлантику и во всей Второй мировой войне. Вполне вероятно, 
что без расшифровки кода «Энигмы» ход этой войны был бы иным.  

После того как Джон фон Нейман в США предложил план создания компьютера 
EDVAC, аналогичные работы были развернуты в Великобритании в Национальной 
физической лаборатории, где Тьюринг проработал с 1945 по 1948. Ученый предложил 
весьма амбициозный проект АСЕ (Automatic Computing Engine - Автоматическая 
Вычислительная Машина), который, однако, так и не был реализован. 1947-1948 
академический год Тьюринг провел в Кембридже, а в мае 1948 М.Ньюмен предложил ему 
пост преподавателя и заместителя директора вычислительной лаборатории 
Манчестерского университета, занявшего к этому времени лидирующие позиции в 
разработке вычислительной техники в Великобритании. В 1951 Тьюринг был избран 
членом Лондонского королевского общества.  

Менее широко известно, что кроме исследований в области теоретической 
информатики Тьюринг увлекался решением еще одной научной проблемы, не имеющей, 
на первый взгляд, прямого отношения к информатике. Речь идет о филлотаксисе – 
широко известном ботаническом явлении, лежащем в основе процессов 
формообразования многих ботанических объектов. Когда и где Тьюринг проявил интерес 
к проблеме филлотаксиса? Ответ на этот вопрос можно найти в статье [1]. В статье 
утверждается, что еще в школе Тьюринг ознакомился с классической книгой On Growth 
and Form, опубликованной в 1917 г.  английским биологом и математиком D'Arcy 
Wentworth Thompson (1860-1948). В этой книге детально рассматривается явление 
филлотаксиса. Когда Тьюринг вернулся из США в Кембридж (1947-1948), он посещал 
лекции по физиологии и именно тогда сделал первые попытки дать логическое описание 
нервной системы и продолжил свои исследования по филлотаксису. Первая статья 
Тьюринга на эту тему [2] опубликована в 1952 г. Позже, уже после его смерти в 1954 г., 
его последователи обработали и опубликовали в 1992 г. его вторую статью на эту тему [3].   

Таким образом, мы можем сформулировать основные научные задачи, решение 
которых принесли  Тьюрингу славу создателя теоретической информатики и крупного 
ученого-мыслителя 20-го века: 



1. Машина Тьюринга,  которая является расширением конечного автомата и, 
согласно тезису Чёрча–Тьюринга, способна имитировать любую абстрактную 
вычислительную машину, реализующую процесс пошагового вычисления.  

2. Расшифровка криптографичского кода немецкой шифровальной машиной 
«Энигма», что существенно повлияло на ход Второй Мировой войны. 

3. Проект Автоматической Вычислительной Машины АСЕ (Automatic Computing 
Engine) 

4. Исследования по филлотаксису 

Исследования Тьюринга по филлотаксису, конечно, можно рассматривать как 
«хобби» Тьюринга, не имеющее  никакого отношения к его главным результатам в 
области информатики и вычислительной техники. Однако, не следует забывать, что Алан 
Тьюринг являлся одним их гениальных ученых-мыслителей 20-го века. И его 
исследования по филлотаксису, связанные с исследованиями по созданию логической 
модели мозга – уникальной естественной вычислительной машины – нельзя 
рассматривать иначе, как гениальное предчувствие использования естественной 
«Математики Природы» для создания вычислительных машин будущего.  

Хорошо известно, что в явлении филлотаксиса ключевую роль играют числа 
Фибоначчи, открытые в 13-м веке известным итальянским математиком Леонардо из Пизы 
(по прозвищу Фибоначчи).  

 

Фибоначчи (около 1170 – после 1228) 

Во второй половине 20-го века интерес к числам Фибоначчи и связанной с ними 
«золотой пропорции» - великого математического открытия античной математики – 
чрезвычайно возрос. Наиболее активные исследования в области теории чисел Фибоначчи 
и их приложений были начаты в США, СССР и других странах. В 1963 г. в США создана 
математическая Фибоначчи-ассоциация и начал издаваться специальный математический 
журнал «The Fibonacci Quarterly”. Интерес современной науки к этой проблематике 
подтверждается достаточно внушительным перечнем книг по этой проблеме, 
опубликованных  в течение 20-го и начала 21-го векf [4-42]. С начала 70-х годов 20-го 
столетия под научным руководством автора настоящей статьи в СССР начались работы по 
созданию принципиально новой информационной технологии, основанной на кодах 
Фибоначчи и золотой пропорции. Итоги 40-летних исследований автора в этой области 
[43-331] завершились  созданием Математики Гармонии - нового междисциплинарного 
направления современной науки – и вытекающей из нее новой информационной 
технологии – «Золотой» Информационной Технологии. В 2008 г. международное 



издательство «World Scientific” приняло к публикации книгу Alexey Stakhov “The 
Mathematics of Harmony. From Euclid to Contemporary Mathematics and Computer Science” 
[59], что само по себе является международным признанием “Математики Гармонии» и 
вытекающей из нее «Золотой» Информационной Технологии.  

Главная цель настоящей статьи – привлечь внимание научного компьютерного 
сообщества к новому научному направлению в области информатики - «Золотой» 
Информационной Технологии, основанной на Математике Гармонии.  

2. Новый взгляд на историю возникновения математики с точки зрения «проблемы 
гармонии» 
 
Как известно, традиционный взгляд на происхождение математики [332] состоит в 
следующем. Как утверждает А.Н. Колмогоров (1903-1987) [332], две практические 
проблемы стимулировали развитие математики на этапе ее зарождения: проблема счета и 
проблема измерения. Проблема счета привела к созданию первых способов представления 
чисел и выполнения над ними арифметических операций. Главным итогом этого 
длительного периода в развитии математики было формирование понятия натурального 
числа – фундаментального понятия математики, без которого немыслимо ее 
существование. Проблема измерения лежит у истоков возникновения геометрии. Эта 
проблема впервые начала развиваться в Древнем Египте и привела к созданию геометрии, 
что в перводе с греческого означает измерение земли. Эта проблема получила дальнейшее 
развитие в греческой науке. Именно открытие несоизмеримых отрезков, сделанное в 
научной школе Пифагора, считается важнейшим математическим открытием в этой 
области. Это открытие привело к введению понятия иррационального числа -  второго  
(после натуральных чисел) фундаментального понятия математики.  

В работах [90, 108, 109] Алексей Стахов  развил новый взгляд на историю 
возникновения математики. Суть подхода состоит в том, чтобы к упоминавшимся выше 
двум «ключевым» проблемам математики на этапе ее зарождения – проблеме счета и 
проблеме измерения, которые стимулировали развитие «классической математики» [332], 
добавить еще одну «ключевую» проблему – проблему гармонии, связанную с золотым 
сечением - одним из важнейших математических открытий античной математики 
(Теорема 2.11 «Начал» Евклида). Согласно этому подходу, на раннем этапе в математике 
было сделано ряд важных математических открытий, которые фундаментально повлияли 
на развитие математики и всей науки в целом. Важнейшими из них являются: 
(1) Позиционный принцип представления чисел, открытый вавилонскими математиками во 
2-м тысячелетии до н.э. и воплощенный ими в Вавилонской 60-ричной системе  
счисления. Это важное математическое открытие лежит в основе всех последующих 
позиционных систем счисления, в частности, десятичной системы и двоичной системы. 
Это открытие, в конечном итоге, привело к формированию понятия натурального числа – 
важнейшего понятия, лежащего в основе математики. Но самое важное, что именно это 
открытие лежит в основе двоичной системы счисления – основы современной 
информационной технологии, то есть современная информационная технология в своих 
истоках восходит к Вавилонской математике.  
(2) Несоизмеримые отрезки. Это открытие, сделанное в научной школе Пифагора, 
привело к переосмысливанию ранней пифагорейской математики, в основе которой лежал 
«принцип соизмеримости величин», и к открытию иррациональных чисел – второго (после 
натуральных чисел) важнейшего понятия математики. Эти два понятия (натуральные и 
иррациональные числа) и лежат в основе «классической математики». 
(3) Золотое Сечение. Впервые описание этого открытия дано в «Началах» Евклида в 
Теореме II.11 о делении геометрического отрезка в крайнем и среднем отношении.  Эта 
теорема была введена Евклидом с целью создания строгой геометрической теории 



«Платоновых тел» (в частности, додекаэдра), изложению которых посвящена 
заключительная (13-я) книга «Начал» Евклида. Как известно, «золотое сечение» стало 
своеобразным каноном древнегреческого искусства и затем широко использовалось в 
искусстве Возрождения, а также в искусстве 19-го и 20-го столетий. «Математическая 
теория золотого сечения» получила дальнейшее развитие в работах французских 
математиков 19-го века Бине («формулы Бине») и Люка («числа Люка»). Во второй 
половине 20-го века эта теория получила развитие в работах советского математика 
Николая Воробьева (1925-1995) [14] и американского математика Вернера Хогатта 
(1921-1980) [11]. Развитие этого направления, в конечном итоге, привело к 
возникновению «Математики Гармонии» [96, 109, 109] - нового междисциплинарного 
направления современной науки, которое имеет отношение к современной математике, 
теоретической физике и компьютерной науке (см. Рис. 1). Такой подход приводит к 
выводу, который может оказаться неожиданным для многих математиков. Оказывается, 
что параллельно с «Классической Математикой» в науке, начиная с древних греков, 
развивалась еще одно математическое направление – «Математика Гармонии», 
которая, как и классическая математика, восходит к «Началам» Евклида, но 
акцентирует свое внимание не на «аксиоматическом подходе», а на геометрической 
«задаче о делении в крайнем  и среднем отношении» (Теорема 2.11) и на теории 
правильных многогранников, изложенной в 13-й книге «Начал» Евклида.   
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 Рисунок 1. «Ключевые» проблемы античной математики и новые направления в 

математике, теоретической физике и информатике 
     Математика Гармонии является истинной «Математикой Природы», которая 
проявляет себя во многих созданиях Природы (сосновых шишках, ананасах, кактусах, 
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головках подсолнечников и др.). Она может привести к сближанию математики с 
теоретическим естествознанием и развитию новых научных направлений, имеющих 
фундаментальное значение для развития современной науки, в частности, «Золотой» 
Теоретической Физики и «Золотой» Информационной Технологии.  

3. Золотое Сечение, числа Фибоначчи и Люка 

3.1. Золотое сечение. Из «Начал Евклида» к нам пришла следующая геометрическая 
задача, называемая задачей о делении отрезка в крайнем и среднем отношении (Теорема 
II.11). В соременной интерпретации суть задачи состоит в том, чтобы разделить отрезок 
АВ точкой С в такой пропорции, чтобы большая часть отрезка СВ так относилась к 
меньшей части АС, как  отрезок АВ к своей большей части СВ, то есть: 

AB CB

CB AC
=       (1) 

Задача сводится к решению  алгебраического уравнения 
x2 - x – 1 = 0,      (2) 

имеющего два корня 1,2

1 5

2
x

±
= . Положительный корень 1x  и представляет собой 

знаменитое иррациональное число  

1 5

2

+
Φ = ,      (3) 

получившее различные «красивые» названия: золотое число, золотая пропорция, золотое 
сечение, божественная пропорция.  
 
3.2. Числа Фибоначчи и Люка. С “золотой пропорцией» (3) тесно связаны две 
замечательные числовые последовательносити – числа Фибоначчи F(n) и числа Люка L(n) 
[11, 14], задаваемые следующими рекуррентными соотношениями: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ; 0 0, 1 1F n F n F n F F= − + − = =     (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ; 0 0, 1 1L n L n L n L L= − + − = =     (5) 

где { }0, 1, 2, 3,...n ∈ ± ± ± . Таблица чисел Фибоначчи и Люка, задаваемых рекуррентными 

соотношениями (4) и (5), приведена ниже.  
 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
F(n) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 
F(-n) 0 1 -1 2 -3 5 -8 13 -21 34 -55 
L(n) 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 
L(-n) 2 -1 3 -4 7 -11 18 -29 47 -76 123 

 Как вытекает из таблицы, члены последовательностей F(n) и L(n) обладают 
замечательными математическими свойствами. Например, для нечетных n=2k+1 члены 
последовательностей F(n) and F(-n) совпадают, то есть  F(2k+1)= F(-2k-1), а для четных  
n=2k они противоположны по знаку, то есть: F(2k)= - F(-2k). Что касается чисел Люка 
L(n), то здесь все наоборот, то есть L(2k)=L(-2k) и L(2k+1)= - L(-2k-1). 
 
3.3. Математические свойства золотой пропорции. Золотая пропорция в течение 
многих тысячелетий вызывала восторг многих великих ученых и мыслителей, включая 
Пифагора, Платона, Евклида, Леонардо да Винчи, Луки Пачоли, Иоганна Кеплера. 
Золотая пропорция, действительно, уникальное иррациональное число, что 
подтверждается следующими математичесими свойствами «золотой пропорции»: 
1. Свойство «аддитивности» и «мультипликативности»: 

1 2 1n n n n− − −Φ = Φ + Φ = Φ × Φ      (6) 



2. Представление в виде «радикалов»: 

1 1 1 ...Φ = + + +       (7) 

3. Представление в виде цепной дроби: 
1

1
1

1
1

1
1 ...

Φ = +
+

+
+

      (8) 

 
На представление «золотой пропорции» в виде цепной дроби в свое время 

обратили внимание известные российские математики А.Я. Хинчин [333] и Н.Н. 
Воробьев [14].  Выражение (8) задает уникальное свойство «золотой пропорции», которое 
выделяет ее среди всех иррациональных чисел. Суть этого свойства состоит в том, что 
«золотая пропорция» среди всех иррациональных чисел хуже всех аппроксимируется  
рациональными дробями, так как цепная дробь (8) является наиболее медленно 
сходящейся цепной дробью. Если теперь аппроксимировать «золотую пропорцию» 
рациональными дробями, то мы приходим к последовательности отношений чисел 
Фибоначчи: 

1 2 3 5 8 13 21
, , , , , , ,...

1 1 2 3 5 8 13
      (9) 

Но ведь эти соотношения отражают ни что иное, как знаменитый ботанический закон 
филлотаксиса, что было серьезным научным увлечением Алана Тьюринга. Как известно, 
согласно закону (9) формируются сосновые шишки, кактусы, ананасы, головки 
подсолнечника и др. То есть Природа воплотила уникальные математические свойства 
«золотой проорции» в своих замечательных конструкциях! 
 С учетом вышеизложенного, мы можем теперь понять Иоганна Кеплера и Алексея 
Лосева, которые выразили свой восторг «золотым сечением» в следующих словах: 
 
Иоганн Кеплер: «В геометрии существует два сокровища – теорема Пифагора и деление 
отрезка в крайнем и среднем отношении. Первое можно сравнить с ценностью золота, 
второе можно назвать драгоценным камнем». 

Алексей Лосев: «С точки зрения Платона, да и вообще с точки зрения всей античной 
космологии мир представляет собой некое пропорциональное целое, подчиняющееся 
закону гармонического деления - Золотого Сечения... Их (древних греков – А.С.) систему 
космических пропорций нередко в литературе изображают как курьезный результат 
безудержной и дикой фантазии. В такого рода объяснениях сквозит антинаучная 
беспомощность тех, кто это заявляет. Однако понять данный историко-эстетический 
феномен можно только в связи с целостным пониманием истории, то есть, используя 
диалектико-материалистическое представление о культуре и ища ответа в особенностях 
античного общественного бытия».  

4. Формулы Бине 
В 19 в. в развитии теории «золотого сечения» было сделано важное математическое 

открытие. Речь идет о так называемых формулах Бине, выведенных французским 
математиком Бине (Jacques Philippe Marie Binet) (1786-1856) в 19-м веке.  

 



 

Бине (1786 – 1856) 

Рассмотрим формулы Бине для чисел Фибоначчи F(n) и чисел Люка L(n):  

( ) ( 1)

5

n n n

F n
−Φ − − Φ

=     (10) 

( ) ( 1)n n nL n −= Φ + − Φ      (11) 

 
где n=0, ±1, ±2, ±3, ... , Φ - золотая пропорция. 

Кажется невероятным, что формулы (10), (11) действительно задают две 
целочисленные последовательности F(n) и L(n), задаваемые рекуррентными 
соотношениями (4), (5). 

Заметим, что эти формулы были открыты Муавром (Moivre) (1667-1754) и 
Бернулли (Bernoulli) (1687-1759) на одно столетие раньше Бине. Однако в современной 
математической литературе эти формулы называются формулами Бине. 

Анализ формул Бине (10) и (11) дает нам возможность ощутить истинное 
«эстетическое наслаждение» и еще раз убедиться в мощи человеческого разума. 
Действительно, мы знаем, что числа Фибоначчи и Люка всегда являются целыми числами. 
Но из формул Бине (10) и (11) вытекает, что числа F(n), как и числа Люка L(n), с помощью 
формул Бине выражаются через «золотую пропорцию», которая является 
иррациональным числом. Таким образом, уникальность «формул Бине» состоит в том, что 
они выражают связь между целыми числами и иррациональными. 

Удивительно, что в классической математике «формулы Бине» не получили 
должного признания, подобно другим известным математическим формулам («формулы 
Эйлера», «формулы Муавра» и т.д.). И не все математики их знают. Изучение «формул 
Бине», а также «золотого сечения», «чисел Фибоначчи и Люка», как правило, не 
включается в современные математические программы школьного и университетского 
образования. По-видимому, такое отношение к «формулам Бине» связано с «золотым 
сечением», которое всегда вызывало почему-то «аллергию» у большинства математиков.  

Но главная «стратегическая ошибка» состоит в том, что математики 19-го века не 
усмотрели в формулах Бине прообраз нового класса гиперболических функций – 
гиперболических функций Фибоначчи и Люка, которые были открыты украинскими 
учеными Боднаром, Стаховым, Ткаченко и Розиным спустя 100 лет после исследований 
Бине [54, 55, 81, 98, 107]. Если бы гиперболические функции Фибоначчи и Люка были 
открыты в 19-м столетии, то гиперболическая геометрия и ее приложения в физической 
науке выглядели бы иначе. 

5.  Гиперболические функции Фибоначчи и Люка и их роль в современной науке 



5.1. Гиперболические функции Фибоначчи и Люка. В 1984 г. Алексей Стахов 
опубликовал книгу «Коды Золотой Пропорции» [47], в которой формулы Бине (10) и (11) 
были представлены в виде, который ранее не использовался в математической литературе:  

( ) для четных 2

для нечетных 2 1

n n

n n

n k
L n

n k

−

−

 Φ + Φ = =  
Φ − Φ = +  

   (12) 

( )
для нечетных 2 1

5

для четных 2
5

n n

n n

n k

F n

n k

−

−

 Φ + Φ = + 
 =  

Φ − Φ =
  

   (13) 

 Сходство формул Бине, представленных в виде (12), (13), с классическими 
гиперболическими функциями  

( )
2

x xe e
sh x

−−
= ;  ( )

2

x xe e
ch x

−+
=    (14) 

настолько поразительно, что формулы (12), (13) можно считать прообразом нового класса 
гиперболических функций, основанных на «золотой пропорции», то есть, А.П. Стахов 
еще в 1984 г. [47] предвосхитил введение нового класса гиперболических функций – 
гиперболических функций Фибоначчи и Люка. Разработка новой теории гиперболических 
функций, основанных на формулах Бине (12), (13), была завершена Алексеем Стаховым 
и Иваном  Ткаченко в 1993 г. [81]. Дальнейшее развитие эта идея получила в работах 
Алексея Стахова и Бориса Розина [98, 107], которые ввели так называемые 
симметричные гиперболические функции Фибоначчи и Люка. 

Симметричный гиперболический синус и косинус Фибоначчи 

( )
5

x x

sFs x
Φ Φ−−

= ;      ( )
5

x x

cFs x
Φ Φ−+

=      (15) 

Симметричный гиперболический синус и косинус Люка 

 ( ) x xsLs x Φ Φ−= − ;        ( ) x xcLs x Φ Φ−= +     (16) 

Числа Фибоначчи и Люка определяются однозначно через симметричные  
гиперболические функции Фибоначчи и Люка следующим образом:  

( )
( )
( )

( )
( )
( )

, 2

, 2 1

, 2

, 2 1

sFs n n k
F n

cFs n n k

cLs n n k
L n

sLs n n k

 ==
 = +
 ==
 = +

    (17) 

где n=0, ±1, ±2, ±3, ... . 

5.2. Значение гиперболических функций Фибоначчи и Люка для теории чисел 
Фибоначчи. Формулы (17) означают, что гиперболические функции Фибоначчи и Люка 
(15) и (16) в дискретных точках n=0, ±1, ±2, ±3, ... совпадают с последовательностями 
Фибоначчи и Люка, задаваемыми рекуррентными соотношениями (4) и (5). Таким 
образом, гиперболические функции Фибоначчи и Люка являются более общими 
(«непрерывными») математическими объектами, частными случаями которых являются 
последовательности Фибоначчи и Люка. Это положение имеет принципиальное значение 
для теории чисел Фибоначчи [11, 14]. Это означает, что «дискретная» по своей природе 
теория чисел Фибоначчи является частным случаем более общей («непрерывной») теории 
гиперболических функций Фибоначчи и Люка [54, 55, 81, 98, 107]. При этом любое 



тождество для чисел Фибоначчи и Люка может быть выражено в форме 
соответствующего («непрерывного») тождества для гиперболических функций 
Фибоначчи и Люка. В качестве примера мы можем рассмотреть «формулу Кассини» 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 1 1
n

F n F n F n
+  − − + = −   ,    (18) 

которая связывает три соседних числа Фибоначчи. Формулу (18) можно представить в 
виде двух формул, задаваемых для четных и нечетных значений n (n=2k и n=2k+1, 
k=0,±1,±2,±3,…): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 1 2 1 1; 2 1 2 2 2 1F k F k F k F k F k F k   − − + =− + − + =        (19)  

Если теперь воспользоваться соотношениями (17), то формулы (19) можно представить в 
терминах симметричных гиперболических функций Фибоначчи:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1 1 1 для 2 ;

1 1 1 для 2 1.

sFs n cFs n cFs n n k

cFs n sFs n sFs n n k

  − − − =− =  

  − − − = = +  

    (20) 

Заменяя в (20) дискретную переменную n на непрерывную переменную x, мы 
получим следующее два “непрерывных» тождества для симметричных  гиперболических 
функций  Фибоначчи, которые являются обобщением формулы Кассини (18): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1 1 1;

1 1 1.

sFs x cFs x cFs x

cFs x sFs x sFs x

  − − − =−  

  − − − =  

   (21) 

Заметим, что каждому «дискретному» тождеству для чисел Фибоначчи и Люка 
соответствует некоторое «непрерывное» тождество для гиперболичских функций 
Фибоначчи и Люка [98, 107]. И наоборот, любое «непрерывное» тождество для 
гиперболичских функций Фибоначчи и Люка может быть превращено в некоторое 
«дискретное» тождество для чисел Фибоначчи и Люка, если воспользоваться 
соотношением (17). Это означает, что «классическая теория чисел Фибоначчи» [11, 14, 
18], которая развивалась в математике от Фибоначчи (13 в.) до наших дней как бы 
«вырождается» и превращается в теорию гиперболических функций Фибоначчи и Люка; 
при этом числа Фибоначчи и Люка и гиперболические функции Фибоначчи и Люка 
существуют в тесном и неразрывном единстве; при дискретных значениях непрерывной 
переменной x гиперболические функции Фибоначчи и Люка превращаются в числа 
Фибоначчи и Люка. Наиболее ярко это проявляется в таком широко известном 
ботаническом явлении как филлотаксис, геометрическая теория которого изложена в 
работах украинского исследователя Олега Боднара [26].      

5.3. Геометрия Боднара. Независимо от Стахова, Ткаченко и Розина к этим же идеям 
пришел украинский исследователь Олег Боднар, который  ввел так называемые 
«золотые» гиперболические функции [26], которые отличаются от гиперболических 
функций Фибоначчи и Люка (15), (16) только постоянными коэффициентами. Используя 
новый класс гиперболических функций, Боднар создал оригинальную геометрическую 
теорию филлотаксиса, в которой показал, что «геометрия филлотаксиса» является 
неевклидовой геометрией, основанной на «золотых» гиперболичсеских функциях.  
 Таким образом, в работах Боднара, Стахова, Ткаченко и Розина сделан прорыв 
гиперболических представлений в теоретическом естествознании.  В этих работах введен 
новый класс гиперболических функций, основанных на золотой пропорции [81, 98], и 
показано [26], что эти функции являются «естественными» функциями Природы, которые 
обнаруживают себя в ботаническом явлении филлотаксиса (сосновые шишки, кактусы, 
ананасы, головки подсолнечнков, корзинки цветов и т.д.) и других явлениях и структурах 
Природы в виде «фибоначчиевых» спиралей на поверхности филлотаксисных объектов. 



Самым главным результатом этих исследований является осознание той важной роли, 
которую золотая пропорция играет в структурах Природы. Очевидно, что золотая 
пропорция и связанные с ней числа Фибоначчи и Люка выражают некоторую 
скрытую гармонию Природы, суть которой состоит в гиперболическом характере 
Природы. Таким образом, обнаружение золотой пропорции или чисел Фибоначчи в 
том или ином природном явлении является сигналом к тому, что геометрическая 
природа этого явления является гиперболической. 
  
5.4. Преобразования Фибоначчи-Лоренца. Необходимо отметить, что исследования в 
области новой теории гиперболических функций [54, 55, 81, 98, 107] и особенно 
исследования Боднара [26] имеют непосредственное отношение к исследованиям 
Тьюринга по геометрической теории филлотаксиса.  Но значение новых гиперболических 
функций для современной науки далеко выходит за пределы  биологии и ботаники. Они 
затрагивают все теоретическое естествознание. Например, в работе [143] Алексей Стахов 
и Самуил Арансон развили новый подход к преобразованиям Лоренца, которые лежат в 
основе специальной теории относительности. В работе [143] введены так называемые 
преобразования Фибоначчи-Лоренца, основанные на гиперболических функциях 
Фибоначчи (15). Такой подход привел к новой («золотой») интерпретации эволюции 
Вселенной до, в момент и после «Большого Взрыва».  
 
6. Обобщенные λ -числа Фибоначчи и Люка, «металлические пропорции» и 
гиперболические λ -функции Фибоначчи и Люка  
 
6.1. Обобщенные λ -числа Фибоначчи. В конце 20-го и начале 21-го века несколькими 
исследователями (Шпинадель [31], Газале [32], Татаренко [146]) независимо друг от 
друга было введено оригинальное обобщение рекуррентного соотношения Фибоначчи. 
Зададимся положительным действительным числом 0λ >  и рассмотрим следующеее 
рекуррентное соотношение: 

Fλ (n+2) = λFλ (n+1) + Fλ (n);   Fλ (0) = 0, Fλ (1) = 1.    (22) 
где n=0, ±1, ±2, ±3, ... . 

 Числовые последовательности, порождаемые рекуррентным соотношеним (22), 
будем называть λ -числами Фибоначчи или λ -последовательностями Фибоначчи. Ясно, 
что количество λ -последовательностей Фибоначчи теоретически бесконечно, так как 
каждому действительному числу 0λ >  соответствует своя λ -последовательность 
Фибоначчи. 

Ясно, что при 1λ =  рекуррентное соотношение (22) сводится к классическому 
рекуррентному соотношению Фибоначчи (4). При 2λ =  рекурентное соотношение (22) 
сводится к следующему:  

F2 (n+2) = 2F2 (n+1) + F2 (n);   F2 (0) = 0, F2 (1) = 1.    (23) 
Это рекуррентное соотношение «генерирует» широко известные числа Пелли 

0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, .... 
Ниже приведены примеры  λ - чисел Фибоначчи для λ =1, 2, 3, 4. Заметим, что 

второй ряд этой таблицы ( 1λ = ) задает классические числа Фибоначчи, в то время как 
третий ряд ( 2λ = ) задает числа Пелли.    

 
 λ  λΦ  -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

1 

2
51+

 
5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 

2 1+ 2  29 -12 5 -2 1 0 1 2 5 12 29 



3 

2
133+

 
109 -33 10 -3 1 0 1 3 10 33 109 

4 52 +  305 -72 17 -4 1 0 1 4 17 72 305 

 
  
6.2. «Металлические пропорции». Нетрудно найти характеристическое уравнение для 
рекуррентного соотношения (22):  

x2 – λx – 1 = 0      (24) 
Это квадратное уравнение имеет два корня: 

2

1,2

4

2
x

λ ± + λ=      (25) 

Вера Шпинадель назвала положительные корни уравнения (24) 
24

2
λ

λ + + λΦ =       (26) 

металлическими пропорциями [31].  При 1λ =  «металлическая пропорция» (26) сводится к 
«золотой пропорции» (3). 
 Заметим, что металлические пропорции обладают следующими замечательными 
математическими свойствами, подобными свойствам (6)-(8) классической золотой 
пропорции: 
1. Свойство «аддитивности» и «мультипликативности»: 

1 2 1n n n n− − −
λ λ λ λ λΦ = λΦ + Φ = Φ × Φ     (27) 

2. Представление в виде «радикалов»: 

1 1 1 ...λΦ = + λ + λ + λ      (28) 

3. Представление в виде цепной дроби: 
1

1

1

...

λΦ = λ +
λ +

λ +
λ +

      (29) 

 
6.3. Формулы Газале. Мидхат Газале доказал [32], что λ -числа Фибоначчи могут быть 
выражены через металлические пропорции (26) в виде следующей формулы: 

 
2

( 1)
( )

4

n n n

F n
−

λ λ
λ

Φ − − Φ
=

+ λ
,     (30) 

которую в работе [129] названо формулой Газале для λ -чисел Фибоначчи. 
 Алексей Стахов в работе [129] вывел формулу Газале для λ -чисел Люка, которая 
имеет следующий вид:  

( ) ( 1)n n nL n −
λ λ λ= Φ + − Φ     (31) 

В работе [129] также показано, что числовые последовательности ( )L nλ , задаваемые 

формулой (28), могут быть выражены рекурсивно в виде рекуррентного соотношения: 
Lλ (n+2) = λLλ (n+1) + Lλ (n);   Lλ (0) = 2, Lλ (1) = λ.  (32) 

Ниже приведены примеры  λ - чисел Люка для λ =1, 2, 3, 4 
λ  λΦ  -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

1 

2
51+

 
-11 7 -4 3 -1 2 1 3 4 7 11 

2 1+ 2  -82 34 -14 6 -2 2 2 6 14 34 82 



3 

2
133+

 
-393 119 -36 11 -3 2 3 11 36 119 393 

4 52 +  -
1364 

322 -76 18 -4 2 4 18 76 322 1364 

Заметим, что при λ = 1  указанные числовые последовательности сводятся к 
классическим числам Люка, а при λ = 2 – к числовым последовательностям, известным 
как числа Пелли-Люка.  
 
6.4. Гиперболические λ -функции Фибоначчи и Люка. Основываясь на формулах Газале 
(30) и (31), Алексей Стахов ввел в [129] так называемые гиперболические λ -функции 
Фибоначчи и Люка, задаваемые следующими выражениями: 

Гиперболический λ -синус Фибоначчи  

2 2

2 2

1 4 4
( )

2 24 4

x x
x x

sF x

−
−

λ λ
λ

      Φ − Φ λ + + λ λ + + λ  = = −      + λ + λ     
  

  (33) 

Гиперболический λ -косинус Фибоначчи  

2 2

2 2

1 4 4
( )

2 24 4

x x
x x

сF x

−
−

λ λ
λ

      Φ + Φ λ + + λ λ + + λ  = = +      + λ + λ     
  

  (34) 

Гиперболический λ -синус Люка 

2 2

2

1 4 4
( )

2 24

x x

x xsL x

−

−
λ λ λ

      λ + + λ λ + + λ  = Φ − Φ = −      + λ     
  

  (35) 

Гиперболический λ -косинус Люка  

2 2

2

1 4 4
( )

2 24

x x

x xcL x

−

−
λ λ λ

      λ + + λ λ + + λ  = Φ + Φ = +      + λ     
  

  (36) 

 Поскольку  при 1λ =  основанием гиперболических λ -функций Фибоначчи и Люка 
(33)-(36) является классическая «золотая пропорция» (3), а сами они для этого случая 
сводятся к симметричным гиперболическим функциям Фибоначчи и Люка (15), (16), то 
логично назвать функции  (15), (16) «золотыми» гиперболическими функциями Фибоначчи 
и Люка.  

Для случая λ = 2  «серебрянная пропорция» 2 1 2Φ = +  является основанием нового 
класса гиперболических функций. Мы будем называть их «серебряными» 
гиперболическими функциями Фибоначчи и Люка: 

( ) ( )




 +−+=Φ−Φ=

−−
xx

xx

xsF 2121
22

1

8
)( 22

2  

( ) ( )




 +++=Φ+Φ=

−−
xx

xx

xcF 2121
22

1

8
)( 22

2  

 ( ) ( ) xxxxxsL
−− +−+=Φ−Φ= 2121)( 222   

( ) ( ) xxxxxcL
−− +++=Φ+Φ= 2121)( 222  

Для случая λ = 3  «бронзовая пропорция» 3

3 13

2

+
Φ =  является основанием нового 

класса гиперболических функций. Мы будем называть их «бронзовыми» 
гиперболическими функциями Фибоначчи и Люка: 
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Для случая λ = 4  «медная пропорция» 4 2 5Φ = +  является основанием нового 
класса гиперболических функций. Мы будем называть их «медными» гиперболическими 
функциями Фибоначчи и Люка: 

( ) ( )4 4
4

1
( ) 2 5 2 5

17 17

x x x x

sF x
− −Φ − Φ   = = + − +    

 

( ) ( )4 4
4

1
( ) 2 5 2 5

17 17

x x x x

sF x
− −Φ + Φ   = = + + +    

 

( ) ( )4 4 4( ) 2 5 2 5
x x

x xsL x
−−= Φ − Φ = + − +  

( ) ( )4 4 4( ) 2 5 2 5
x x

x xcL x
−−= Φ + Φ = + + +      

 Заметим, что перечень этих функций можно продолжить до бесконечности. При 
этом следует отметить, что число новых гиперболичнских функций, задаваемых (33)-(36), 
превышает число натуральных чисел. Число новых гиперболических функций совпадает с 
числом действительных чисел, потому что каждое положительное действительное число 

0λ >  порождает свой класс гиперболических функций типа (33)-(36).  
 

6.5. Связь золотой пропорции с металлическими пропорциями. Нетрудно составить 
следующую сравнительную таблицу, связывающую золотую пропорцию с 
металлическими пропорциями: 

( )

2

1 2 1 1 2 1

1 5 4
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1 1 1 ... 1 1 1 ...
1 1
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+ λ +
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Φ = Φ + Φ = Φ × Φ Φ = λΦ + Φ = Φ × Φ
Φ − −Φ − − Φ= =

Золотая пропорция ( = 1) Металлические пропорции ( 0)>
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Φ
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Φ − Φ Φ + ΦΦ − Φ Φ + Φ
= = = =

+ λ + λ
= Φ − Φ = Φ + Φ = Φ − Φ = Φ + Φ

 



Красота этих формул завораживает. Это дает право предположить, что «Принцип 
математической красоты» Дирака может быть полностью применим к металлическим 
пропорциям и гиперболическим λ-функциям Фибоначчи и Люка. И это дает надежду, что 
что эти математические результаты могут стать фундаментом теоретического 
естествознания.  

6.5. Связь гиперболических функций Фибоначчи и Люка с классическими 
гиперболическими функциями. Нетрудно доказать, что для случая 

1
2.35040238...e e

e
λ = − ≈  гиперблические λ -функции Люка совпадают с классическими 

гиперболическими функциями с точностью до коэффициента ½, то есть,  

( )
( )

2

msL x
sh x =   и  ( )

( )
.

2

mcL x
ch x =    (37) 

 Ниже приведена таблица формул для классических гиперболических функций и 
для гиперболических  λ -функций Фибоначчи.  
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Заметим, что подобная таблица формул для гиперболических λ -функций Люка 
( )sL xλ  и ( )cL xλ  может быть получена из предыдущей таблицы путем умножения 

гиперболических λ -функций Фибоначчи  ( )sF xλ  and  ( )cF xλ  на постоянный коэффициент 
24 + λ .  



          Таблицы  формул для гиперболических λ -функций Фибоначчи и Люка образуют 
основу так называемой «золотой» фибоначчиевой гониометрии. Эти таблицы являются 
достаточно убедительным подтверждением того факта, что в данном случае речь идет о 
новом классе гиперболичеких фуннкций, которые сохраняют все хорошо известные 
свойства классических гиперболических функций ( )sh x  и ( )ch x , но, в дополнение, они 

обладают дополнительными (“рекурсивными”) свойствами, которые объединяют их с 
замечательными числовыми последовательностями – λ -числами Фибоначчи и Люка ( )F nλ  

и ( )L nλ . 

6.6. Четвертая проблема Гильберта. В случае гиперболических λ-функций Фибоначчи 
и Люка речь идет об общей теории гиперболических функций, частными случаями 
которых являются классические гиперболические функции (14) и симметричные 
гиперболические функции Фибоначчи и Люка (15) и (16). Ясно, что количество функций 
(33)-(36) теоретичски бесконечно, так каждое действительное число 0λ >  генерирует свой 
собственный класс гиперболических функций типа (33)-(36). Поэтому введенные выше 
гиперболические λ-функции Фибоначчи и Люка (33)-(36) имеют важное значение для 
дальнейшего развития гиперболической геометрии, так как они создают предпосылки для 
создания бесонечного количества новых гиперболических моделей природных явлений.  
Для подтвеждения этого вывода сошлемся на работу [143], в которой гиперболические 
функции (33)-(36) рассматриваются в связи с решением 4-й проблемы Гильберта. Как 
известно, в докладе «Математические проблемы», сделанном на II Международном 
Конгрессе математиков, происходившем в Париже с 6 по 12 августа 1900 года, Давид 
Гильберт (1862-1943) сформулировал свои знаменитые 23 математические проблемы, 
которые в значительной степени определили развитие математики 20-го века. Этот 
доклад, охватывающий проблемы математики в целом, был  несколько раз опубликован в 
подлиннике  и в переводах и является уникальным  явлением в истории математики и в 
математической литературе. Русский перевод доклада Давида Гильберта и комментарии к 
нему даны в работе [335]. В частности, четвёртая проблема  Гильберта в [335] 
формулируется следующим образом: «Возможно  ли ещё с других плодотворных точек 
зрения построить геометрии, которые с таким же правом могли бы считаться 
ближайшими к обыкновенной евклидовой геометрии». Под геометрией, ближайшей к 
евклидовой, Гильберт понимал прежде всего геометрии Лобачевского, Римана и 
Минковского. В работе [143] показано, что более общий класс гиперболических функций 
– гиперболических  λ-функций Фибоначчи и Люка (33)-(36) - представляет 
фундаментальный интерес с точки зрения 4-й проблемы Гильберта. Именно эти 
гиперболические λ-функции Фибоначчи и Люка приводят к так называемым λ -моделям 
плоскости Лобачевского, которые задают бесконечное множество новых  интерпретаций 
плоскости Лобачевского гауссовой кривизны K=-1, изометричных всем ранее известным 
классическим интерпретациям плоскости Лобачевского гауссовой кривизны  K=-1. И эти 
новые геометрии (число которых бесконечно) вместе с геометриями Лобачевского, 
Римана и Минковского могут «считаться ближайшими к обыкновенной евклидовой 
геометрии» (Давид Гильберт).   

 
7.  Треугольник Паскаля и обобщенные р-числа Фибоначчи 

Еще одно обобщение чисел Фибоначчи и золотой пропорции связано с 
треугольником Паскаля – специальной числовой таблицей, введенной знаменитым 
французским математиком и физиком Блезом Паскалем (1623-1662). 

 



 
Блез Паскаль (1623-1662) 

С помощью этой таблицы легко вычисляются так называемые биномиальные 
коэффициенты k

nC . Таблица строится на основе следующих правил: 
0
nC = n

nC = 1;      (38) 
k
nC = kn

nC − ;      (39) 
k
nC 1+ = 1−k

nC + k
nC .     (40) 

Соотношение (40) называется законом Паскаля.  
Заметим, что биномиальные коэффициенты и треугольник Паскаля широко 

используются в различных разделах математики, информатики и других науках. По 
существу, это – один из фундаментальных математических объектов, лежащих в основе 
точных наук. Знаменитый математик  Якоб Бернулли (1654-1705) писал: 

 «Эта таблица имеет ряд чудесных свойств. Только что мы показали, что она 
составляет существо теории соединений, но те, кто тесно соприкасаются с 
геометрией, знают, что она хранит ряд фундаментальных секретов этой области 
математики». 

Представим Треугольник Паскаля в виде треугольной таблицы, называемой 
прямоугольным треугольником Паскаля. Будем называть эту таблицу 0-треугольником 
Паскаля (смысл такого определения станет ясен ниже). 

0-треугольник Паскаля 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
  1 3 6 10 15 21 28 36 
   1 4 10 20 35 56 84 
    1 5 15 35 70 126 
     1 6 21 56 126 
      1 7 28 84 
       1 8 36 
        1 9 
         1 
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 

 
Такая таблица начинается с «нулевого столбца», который содержит единственный 

биномиальный коэффициент 0
0 1C =  и из «нулевого ряда», который содержит 

биномиальные коэффициенты: 0 0 0 0 0
0 1 2 31, 1, 1, 1, ..., 1, ...nC C C C C= = = = = . Заметим, что 

«гипотенуза» 0-треугольника Паскаля состоит из биномиальных коэффициентов типа 
0 1 2 3
0 1 2 31, 1, 1, 1, ..., 1, ...n

nC C C C C= = = = =  .  

Ясно, что в n-м столбце сверху вниз расположены следующие биномиальные 
коэффициенты: 0 1 2 3, , , , ..., 1.n

n n n n nC C C C C = Тогда, если просуммировать биномиальные 



коэффициенты n-го столбца 0-треугольника Паскаля, то получим сумму, равную 
«двоичному числу» 2n , то есть 

0 1 2 3 ... 2 .n n
n n n n nC C C C C+ + + + + =     (41) 

Если теперь вычислить все суммы типа (37), начиная с нулевого столбца, то получим 
широко известный нам «двоичный ряд чисел»:  

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, …., 2n, … ,    (42) 
то есть, 0-треугольник Паскаля «генерирует» двоичный ряд чисел (42). 

Формула (42) носит фундаментальный характер для теории двоичного 
кодирования, основы современных компьютеров и современной информационной 
технологии. Действительно, рассмотрим множество n-разрядных двоичных слов, начиная 
с 00 … 0 и заканчивая 11 … 1. Как известно, число элементов этого множества равно 2n. 
Разобьем это множество на (n+1) непересекающихся подмножеств: к первому 
подмножеству отнесем все двоичные  слова, состоящие из 0 единиц и n нулей (ясно, что 
этому условию удовлетворяет только одна кодовая комбинация 00…0, то есть число 
элементов этого подмножества равно 0

0 1C = ), ко второму подмножеству отнесем все 
двоичные слова, содержащие одну единицу и (n-1) нулей (число элементов этого 
подмножества равно 1

nC ), к (m+1)-му подмножеству отнесем все n-разрядные двоичные 

слова, каждое из которых содержит m единиц и (n-m) нулей (число кодовых комбинаций, 
входящих в это подмножество, равно m

nC ), наконец, к (n+1)-му подмножеству отнесем все 

двоичные слова, состоящие из одних единиц (ясно, что этому условию удовлетворяет 
только одна кодовая комбинация 11…1, то есть число элементов этого подмножества 
равно 1n

nC = ). Из проведенных рассуждений вытекает справедливость формулы (21). 

А теперь сдвинем каждый ряд 0-треугольника Паскаля на один столбец вправо 
относительно предыдущего ряда. В результате такого преобразования мы получим 
некоторый «деформированный» треугольник Паскаля, который мы будем называть 1-
треугольником Паскаля.   

1-треугольник Паскаля 
 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
    1 3 6 10 15 21 28 36 
      1 4 10 20 35 56 
        1 5 15 35 
          1 6 
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 

 
Если теперь просуммировать биномиальные коэффициенты 1-треугольника 

Паскаля по столбцам, начиная с 0-го столбца то, к нашему удивлению, мы обнаружим, что 
такое суммирование приведет нас к числам Фибоначчи: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, …, F(n+1), … ,     (39) 
которые были получены Фибоначчи в 13-м столетии при решении «задачи о размножении 
кроликов»!  
 Из этих рассуждений легко вывести также математическую формулу, которая 
позволяет выразить числа Фибоначчи через биномиальные коэффициенты: 

( ) 0 1 2 3
1 2 31 ... ,m

n n n n m rF n C C C C C− − − ++ = + + + + +     (40) 

где n, m и r связаны между собой следующим соотношением: n=2m+r. 

 Любопытно подчеркнуть, что связь треугольника Паскаля с числами Фибоначи 
обнаружена сразу несколькими математиками независимо друг от друга, в частности, 
Пойа [336], Mohanty [337], Hoggatt [338], Реньи [15] и др.  



 Если теперь в 0-треугольнике Паскаля сдвинуть биномиальные коэффициенты 
каждого ряда на 2 столбца вправо относительно предыдущего ряда, то мы получим новый 
«деформированный» треугольник Паскаля, который мы назовем 2-треугольником 
Паскаля. 

2-треугольник Паскаля  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
      1 3 6 10 15 21 28 
         1 4 10 20 
            1 
1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 

 
Суммируя биномиальные коэффициенты по столбцам, мы получим следующий числовой 
ряд: 

1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41, 60, ...     (41) 

Если обозначить n-е число этого ряда через 2( )F n , то нетрудно увидеть, что члены этого 
ряда задаются следующей рекуррентной формулой 

F2(n) = F2(n-1) + F2(n-3) для n≥4    (42) 
при начальных условиях 

F2(1) = F2(2) = F2(3) = 1.       (43) 
 В дальнейшем мы будем называть числа F2(n), задаваемые рекуррентной формулой 
(42) при начальном условии (43), 2-числами Фибоначчи.  

А теперь рассмотрим ситуацию, когда в 0-треугольнике Паскаля мы сдвигаем 
биномиальные коэффициенты каждого ряда на р столбцов вправо относительно 
предыдущего ряда, где р может принимать следующие значения: 0, 1, 2, 3, ... . 
Полученный таким путем «деформированный» треугольник Паскаля мы будем называть 
р-треугольником Паскаля. Нетрудно показать, что суммирование биномиальных 
коэффициентов р-треугольника Паскаля по столбцам, начиная с 0-го столбца, приведет 
нас к новому числовому ряду, который задается следующим рекуррентным 
соотношением:  

Fp(n) = Fp(n-1)+Fp(n-p-1)   для   n>p+1    (44) 
при начальном условии 

Fp(1) = Fp(2) = ... = Fp(p+1) = 1    (45) 
Числовые ряды, генерируемые рекуррентной формулой (44) при начальных 

условиях (45), были названы p-числами Фибоначчи [45]. 
Таким образом, проведенные выше “манипуляции» с треугольником Паскаля, 

привели нас к небольшому математическому открытию. Во-первых, установлена связь 
треугольника Паскаля с числами Фибоначчи, что лишний раз подчеркивает 
фундаментальность числового ряда Фибоначчи. Во-вторых, мы обнаружили новый класс 
рекуррентых числовых последовательностей, названных p-числами Фибоначчи [45]. Как 
вытекает из (44) и (45), рекурентное соотношение, задающее  p-числа Фибоначчи, 
генерирует бесконечное количество рекуррентных числовых рядов, частными случаями 
которых является «двоичный ряд» (р=0) и ряд Фибоначчи (р=1). Эти числовые ряды 
непосредственно вытекают с треугольника Паскаля (диагональные суммы треугольника 
Паскаля). 
 
8. Обобщенные золотые р-сечения 

 
8.1. Предел отношения соседних р-чисел Фибоначчи. А теперь исследуем отношение 
соседних р-чисел Фибоначчи  Fp(n)/Fp(n-1) при n → ∞ , то есть установим предел 



отношения: 
( )

( )lim
1

p

n
p

F n
x

F n→∞
=

−
. 

В работе [45] показано, что эта задача сводится к решению алгебраического уравнения: 
xр+1 = xр + 1,      (46) 

которое при р=1 сводится к классическому «золотому» уравнению (2).  
Положительный корень этого уравнения pΦ  назван в [45] обобщенной золотой 

пропорцией или золотой р-пропорцией.  
 Значения золотых р-пропорций для начfльных значений р приведены в таблице.  

Золотые р-пропорции 
р 0 1 2 3 ... ∞ 

pΦ  2 1,618 1,465 1,380 ... 1 

 
Таким образом, между числами 2pΦ =  и 1∞Φ =  находится бесконечное число 

иррациональных чисел, золотых р-пропорций, которые выражают более сложные 
«гармонии», чем классическая золотая пропорция  1 1.618Φ = . То есть, золотых р-
пропорций существует бесконечное количество. И все они выражают некоторые 
математические свойства треугольника Паскаля, ранее неизвестные.  
 
8.2. Геометричская формулировка задачи о золотом р-сечении. Задача о «золотом 
сечениии» (1) допускает следующее обобщение. Зададимся целым неотрицательным 
числом р=0, 1, 2, 3, ... и разделим  отрезок AВ точкой  C в следующей пропорции: 

CB

AC

AB

CB

p

= 





       (47) 

 Если обозначить x
CB

AB =  и учесть, что АВ = АС + СВ, то отношение x
CB

AB =  

можно представить в виде: 

AC

CBCB

CBAC
x

1
1+=+=      (48) 

откуда вытекает алгебраическое уравнение (46), полученное нами при исследовании 
отношений соседних р-чисел Фибоначчи.  
 Это означает, что деление отрезка в пропорции (47) осуществляется в отношении 
золотой р-пропорции pΦ . Заметим, что пропорция (47) сводится к «дихотомии» (то есть к 

делению отрезка пополам) для случая p = 0  и к классическому золотому сечению  для 
случая p = 1. Таким образом задача (47) есть обобщение классической задачи о золотом 
сечении, задаваемой (1).  Учитывая это обстоятельство, деление отрезка AB точкой C в 
пропорции (47) было названо золотым p-сечением, а положительный корень 
алгебраического уравнения  (46) золотой p-пропорцией [45]. 
 
8.3. Обобщенный принцип золотого сечения. В последние годы Алексей Стахов и 
Борис Розин выполнили широкий комплекс исследований, касающихся «золотых р-
пропорций» и алгебраического уравнения (46) [100-103]. Наиболее важные 
математические результаты состоят в следующем: 
1.  Исследованы свойства корней алгебраического уравнения (46)  и выведены выражения 
для алгебраических уравнений (46) со степенью выше р+1, имеющих общий корень – 
золотую р-пропорцию pΦ [100]. 

2. Выведена обобщенная формул Бине для р-чисел Фибоначчи. Она имеет следующий 
вид: 



( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1... ,
nn n

p p pF n k x k x k x+ += + + +      (49) 

где x1, x2, …, xp+1 – корни уравнения (46), и k1, k2, …, kp+1 – постоянные коэффициенты, 
зависящие от значений начальных членов (45) последовательности р-чисел Фибоначчи 
[101].  
3. Выведена обобщенная формула Бине, задающая р-числа Люка – новый класс 
рекуррентных числовых последовательностей [101]. Эта формула имеет вид: 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1... .
nn n

p pL n x x x += + + +     (50) 

Обобщенные р-числа Люка могут быть заданы с помощью рекуррентной формулы  
Lp(n)= Lp(n-1)+Lp(n-p-1)     (51) 

при следующих начальных условиях: 
Lp(0)=p+1; Lp(1)=Lp(2)=…=Lp(p)=1.   (52) 

4. Разработана теория непрерывных функций для р-чисел Фибоначчи и Люка [102]. 
Но главным результатом является обоснование обобщенного принципа золотого 

сечения, основанного на понятии золотой р-пропорции pΦ [103]. Этот принцип является 

обобщением классического «принципа дихотомии» и «принципа золотого сечения» и 
задается следующей математической формулой: 

1 ( 1) ( 1)( 1) 1

1

1 .p i p
p p p

i

∞
− − + − − + −

=

= Φ + Φ = Φ     (53) 

В частности, при р=0 золотая р-пропорция pΦ  принимает значение 0 2Φ =  и формула (53) 

принимает вид выражения 

1 1

1

1 2 2 2i

i

∞
− −

=−

= + =  , 

которое задает «принцип дихотомии». При р=1 золотая р-пропорция pΦ  принимает 

значение ( )1 1 5 / 2Φ = + («золотая пропорция») и формула (53) принимает вид выражения 

( )2 11 2

1

1 i

i

∞
− −− −

=−

= Φ + Φ = Φ , 

которое задает «принцип золотого сечения».  
 
8.4. Фибоначчиево деление биологических клеток. Наиболее убедительным примером 
«природного характера» обобщенных р-чисел Фибоначчи и вытекающего из него 
«обобщенного принципа золотого сечения» является такое широко распространенное 
биологическое явления как деление биологических клеток в процессе их роста. При 
кинетическом анализе роста биологических клеток часто предполагается, что деление 
исходной клетки на две дочерние клетки осуществляется строго симметрично («принцип 
дихотомии»). Однако, для многих биологических объектов таких как бактерии, дрожжи, 
насекомые, растения деление клеток является строго асимметричным, когда продукты 
двоичного деления обладают явно выраженными пространственными и 
функциональными различиями. Неожиданная информация содержится в статье [340], 
посвященой проблеме роста биологических клеток. Как утверждается в статье [340], 
асимметричное двоичное деление клеток осуществляетсчя согласно рекуррентному 
соотношению для обобщенных р-чисел Фибоначчи. Таким образом, р-числа Фибоначчи 
являются адекватной математической моделью роста и размножения не только 
«кроликов», но и биологических клеток.  

8.5. Закон структурной гармонии систем. Однако наиболее далеко в оценке роли 
обобщенных золотых р-сечений в современной науке пошел белорусский философ Эдуард 
Сороко, который считается одним из наиболее авторитетных  ученых в области гармонии 



и золотого сечения. Главная идея Сороко [16] состоит в том, чтобы рассмотреть реальные 
системы с "диалектической точки зрения". Как известно, всякий объект природы может 
быть представлен как диалектическое единство двух противоположных сторон A и B. Эта 
диалектическая связь может быть выражена в виде следующего равенства: 

A + B = U (universum).    (54) 

Равенство (54) является наиболее общей формой выражения так называемого закона 
сохранения. Здесь А и В различия внутри единства, логически непересекающиеся классы 
или состояния субстрата некоторого целого. Единственное условие: А и В должны 
измеряться одной и той же мерой, быть членами отношения, лежащего внутри единства. 
Примерами (54) могут быть вероятность и невероятность событий, масса и энергия, ядро 
атома и его оболочка, вещество и поле, анод и катод, животные и растения, духовное и 
материальное начала в системе ценностей, доход и расход и т.д. 

Рассмотрим процесс самоорганизации системы. Он сводится к переходу системы в 
состояние "гармонического равновесия". Сороко доказывает, что существует некоторое 
соотношение, пропорция между сторонами A и B диалектического противоречия (54) в 
состоянии «гармонического равновесия». Это соотношение имеет строго регулярный 
характер и является причиной стабильности системы. 

Исследуя равенство (54), Сороко по существу приходит к «обобщенному принципу 
золотого сечения», задаваемому (53). При этом он приходит к следующему важному 
заключению, которое он называет законом структурной гармонии систем [16]: 

"Обобщенные золотые сечения суть инварианты, на основе и посредством 
которых в процессе самоорганизации естественные системы обретают 
гармоничное строение, стационарный режим существования, структурно-
функциональную ... устойчивость". 

В чем принципиальная особенность "Закона Сороко"? Начиная с Пифагора, ученые 
связывали понятие гармонии с единственной золотой пропорцией (3), которая считалась 
уникальной и неповторимой благдаря ее математическим свойствам (6)-(8). "Закон 
Сороко" утверждает, что «гармоничное состояние» системы, соответствующее 
классической золотой пропорции, не является единственным и что для одной и той же 
системы может существовать бесконечное количество "гармоничных" состояний, 
соответствующих обобщенным золотым р-пропорциям ( )0,1,2,3,...p pΦ = .  

9. Матрицы Фибоначчи и “ золотые» матрицы 
 
9.1. Q-матрица Фибоначчи. Во второй половине 20-го столетия теория чисел Фибоначчи 
дополнилась важным математическим результатом – матрицами Фибоначчи. 
Инициатором этих исследований является американский математик Вернер Хогатт, 
создатель Фибоначчи-ассоциации. Рассмотрим так называемую Q-матрицу Фибоначчи, 
описанную в книге [11]: 

1 1
.

1 0
Q
  =   

      (55) 

Заметим, что детерминант Q-матрицы равен -1, то есть: 



det 1Q = − .      (56) 

Возведение Q-матрицы (55) в n-ю степень приводит к матрице 

( ) ( )
( ) ( )

1
,

1
n F n F n

Q
F n F n

 +  =  − 
     (57) 

элементами которой являются числа Фибоначчи.  
 Детерминант матрицы (57) задается выражением: 

( ) ( ) ( ) ( )2
det 1 1 1

nnQ F n F n F n  = + − − = −      (58) 

Сравнивая выражение (58) с формулой Кассини (18), мы приходим к неожиданному 
заключению, что они совпадают, то есть матрица (57) содержит в себе одно из наиболее 
важных тождеств для чисел Фибоначчи – формулу Кассини. 
 Ниже приведена таблица матриц nQ  и nQ − для начальных значений n: 

0 1 2 3 4 5

1 0 1 1 2 1 3 2 5 3 8 5

0 1 1 0 1 1 2 1 3 2 5 3

1 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 5

0 1 1 1 1 2 2 3 3 5 5

n

n

n

Q

Q−

                                                              

         − − − −                                − − − − −          8

     

 

Сравнивая nQ  и nQ −  для четных (n=2k) и нечетных (n=2k+1) значений n, мы приходим к 

заключению, что для четных n=2k «инверсная» матрица , 2nQ n k− =  может быть выражена 

через элементы матрицы nQ  следующим образом: 

( ) ( )
( ) ( )

,
1

2 ; 0, 1, 2, 3,...
1

n F F
Q

F F

n n
n k k

n n
− −
=
−

 −   = = ± ± ±  + 
,   (59) 

то есть, для получения «инверсной» матрицы nQ −  из исходной матрицы  nQ  необходимо в 

исходной матрице (57) поменять местами диагональные элементы ( )1F n + и ( )1F n − , а 

диагональные элементы ( )F n  взять с обратным знаком.  

 Для случая n=2k+1 «инверсная» матрица  , 2nQ n k− = выглядит следующим образом: 

( ) ( )
( ) ( )

,
1

2 1, 0, 1, 2, 3,...
1

n F F
Q

F F

n n
n k k

n n
− −
=

−

 −   = + = ± ± ±  + 
,   (60) 

то есть, в этом случае диагональные элементы ( )1F n + и ( )1F n − в исходной матрице (57) 

необходимо поменять местами и взять их с противоположным знаком.  
 Заметим, что матрицы (55) и (57) являются «генерирующими» матрицами для 
классических чисел Фибоначчи (4).  
 
9.2. Gλ -матрица. Алексей Стахов в работе [129] ввел новый класс матриц, которые 

являются «генерирующими» для λ -чисел Фибоначчи (22). Зададимся действительным 
положительным числом λ > 0 и рассмотрим квадратную ( )2 2× -матрицу следующего типа: 

1
.

1 0
Gλ

λ  =   
      (61) 

Заметим, что детерминант матрицы (61) равен -1, то есть,  
det 1Gλ = − .      (62) 

В [129] доказаны следующие свойства Gλ -матрицы (61): 



( 1) ( )

( ) ( 1)
n F n F n

G
F n F n

λ λ
λ

λ λ

 +  =   − 
     (63) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

det 1 1 1 .
nnG F n F n F nλ λ λ λ

 = + × − − = −      (64) 

Заметим, что формула (64) является обобщением формулы Кассини (18) для λ -чисел 
Фибоначчи (22).  

 Доказаны [129] следующие свойства Gλ -матриц: 

1 2 .n n nG G Gλ λ λλ − −= +      (65) 

2 (2 1) (2 )

(2 ) (2 1)
k F k F k

G
F k F k

λ λ
λ

λ λ

−
 − −  =   − + 

    (66) 

2 1 (2 ) (2 1)

(2 1) (2 2)
k F k F k

G
F k F k

λ λ
λ

λ λ

− −
 − +  =   + − + 

    (67) 

9.3. pQ -матрицы Фибоначчи.   Алексей Стахов в работе [83] ввел новый класс матриц 

Фибоначчи, которые являются «генерирующими» матрицами для р-чисел Фибоначчи, 
задаваемых рекуррентым соотношением (44) при начальных условиях (45). Для заданного 
p (p=1,2,3,…) обобщенная матрица Фибоначчи - Qp-матрица имеет следующий вид: 
 

1 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

pQ

                       

=

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

⋯

    (68) 

Qp-матрица (68) является квадратной (p+1)×(p+1)-матрицей. Она состоит из 
единичной (p×p)-матрицы, ограниченной последней строкой 1000...00 и первым 
столбцом, который состоит  из «нулей», ограниченных «единицами» сверху и снизу. Для 
случаев p=1,2,3,4  Qp-матрицы принимают следующий вид:  

1 2 3 4

1 1 0 0 0
1 1 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0

; 0 0 1 ; ; .0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0

1 0 0 0 0

Q Q Q Q Q

                    = = = = =                            

  (69) 

 В работе [83] доказаны следующие свойства pQ -матрицы (68):  

( )det 1
p

pQ = − .     (70) 

     
( 1) ( ) ( 2) ( 1)

( 1) ( ) ( 2 2) ( 2 1)

,

( 1) ( 2) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( )

p p p p

p p p p

n

p

p p p p

p p p p

F n F n F n p F n p

F n p F n p F n p F n p

Q

F n F n F n p F n p

F n F n F n p F n p

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 + − + − +    − + − − + − +   =     − − − − −     − − + −  

   (71) 

( )det 1
pnn

pQ = − .     (72) 

Заметим, что элементами матрицы (71) являются р-числа Фибоначчи, задаваемые (44) и 
(45).  
 



9.4. «Золотые» Q-матрицы.  Представим Q-матрицу (57) в виде двух матриц для четных 
(n=2k) и нечетных (n=2k+1) значений n: 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 2

2 2 1
k F k F k

Q
F k F k

 +  =  − 
     (73) 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 1

2 1 2
k F k F k

Q
F k F k

 + +  =  + 
     (74) 

Выражая числа Фибоначчи в матрицах (73) и (74) в терминах гиперболических функций 
Фибоначчи (15) на основании соотношения (17) и затем заменяя дискретную переменную 
k на непрерывную переменную x, можно получить два типа «золотых» Q-матриц [106], 
соответствующих выражениям (73) и (74) соответственно: 

( )0

(2 1) (2 )

(2 ) (2 1)

cFs x sFs x
Q x

sFs x cFs x

 +  =   − 
    (75) 

( )1

(2 2) (2 1)
.

(2 1) (2 )

sFs x cFs x
x

cFs x sFs x
Q

 + +     + 
=     (76) 

 Доказано [106], что матрицы, «инверсные» к (75) и (76), принимают следующий 
вид:  

 ( )0

(2 1) (2 )

(2 ) (2 1)

cFs x sFs x
Q x

sFs x cFs x

 − −  =   − + 
    (77) 

( )1

(2 ) (2 1)
.

(2 1) (2 2)

sFs x cFs x
x

cFs x sFs x
Q

 − +     + − + 
=    (78) 

Используя свойства гиперболических функций Фибоначчи, задаваемых (21) , можно 
вычислить детерминанты матриц (73) и (74): 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0det 2 1 2 1 2 1Q x cFs x cFs x sFs x = + − − =  
   (79) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1det 2 2 2 2 1 1.Q x cFs x cFs x sFs x = + − + =−  
  (80) 

Таким образом, особенность матриц (75)-(78) состоит в следующем. Во-первых, они 
являются функциями непрерывной переменной x. Во-вторых, элементами матриц (75)-(78) 
являются гииерболические функции Фибоначчи (15). В-третьих, их детерминанты не 
зависят от значения переменной x и тождественно равны +1 или -1.   

 
9.5. «Золотые» Gλ -матрицы.  В работе [129] введен новый класс матриц, основанных на 

гиперболических λ -функциях Фибоначчи (33) и (34). Эти матрицы названы «золотыми» 
Gλ - матрицами: 

( )0,

(2 1) (2 )

(2 ) (2 1)

cF x sF x
G x

sF x cF x
λ

λ λ

λ λ

 +   =  −  
     (81) 

( )1,

(2 2) (2 1)

(2 1) (2 )

sF x cF x
G x

cF x sF x
λ

λ λ

λ λ

 + +   =  +  
     (82) 

( )0,

(2 1) (2 )

(2 ) (2 1)

cF x sF x
G x

sF x cF x
λ

λ λ

λ λ

 − −   =  − +  
     (83) 

( )1,

(2 ) (2 1)

(2 1) (2 2)

sF x cF x
G x

cF x sF x
λ

λ λ

λ λ

 − +   =  + − +  
    (84) 

Матрицы (81) и (82) обладают следующим уникальными свойствами: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0,det 2 1 2 1 2 1m m mG x cF x cF x sF xλ
 = + × − − =  

   (85) 



( ) ( ) ( ) ( )
2

1,det 2 2 2 2 1 1m m mG x sF x sF x cF xλ
 = + × − + =−      (86) 

Таким образом, особенность матриц (81)-(84) состоит в следующем. Во-первых, они 
являются функциями двух непрерывных переменных x и 0λ > . Во-вторых, элементами 
матриц (81)-(84) являются гиперболические λ -функции Фибоначчи (33) и (34). В-третьих, 
их детерминанты не зависят от значений переменных x и λ  и тождественно равны +1 или 
-1.   
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В.Я.), БИ, 1986 г.  

208. Устройство для цифроаналогового преобразования. Авторское свидетельство № 1248072 (соавторы 
Азаров А.Д., Моисеев В.И., Стейскал В.Я.), БИ, 1986 г. 

209. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1251326 (соавторы Соляниченко 
Н.А., Сержанов В.В., Замчевский В.В., Золотарев С.И.), БИ, 1986 г. 

210. Устройство для умножения. Авторское свидетельство № 1254469 (соавторы Лужецкий В.А., Черняк 
А.И., Андреев А.Е.), БИ, 1986 г.  

211. Устройство цифроаналогового преобразования. Авторское свидетельство № 1257847 (соавторы 
Азаров А.Д., Марценюк В.П., Стейскал В.Я., Масленникова Н.А.), БИ, 1986 г. 

212. Устройство цифроаналогового преобразования. Авторское свидетельство № 1257848 (соавторы 
Азаров А.Д., Моисеев В.И., Стейскал В.Я., Степанова И.П.), БИ, 1986 г. 

213. Последовательное устройство для умножения. Авторское свидетельство № 1262482 (соавторы 
Лужецкий В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П.), БИ, 1986 г.  

214. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1279064 (соавторы Азаров А.Д., 
Стейскал В.Я., Конючевский О.В.), БИ, 1986 г.  

215. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1288913 (соавторы Азаров А.Д., 
Марценюк В.П., Стейскал В.Я., Майстришин В.Я.), БИ, 1986 г.  

216. Устройство аналого-цифрового преобразования. Авторское свидетельство № 1288914 (соавторы 
Азаров А.Д., Моисеев В.И., Стейскал В.Я., Козырь Л.В..), БИ, 1986 г.  

217. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1297224 (соавторы Соляниченко 
Н.А., Замчевский В.В., Фролов Г.Ф., Золотарев С.И.), БИ, 1986 г.  

218. Устройство для приведения n-разрядных кодов Фибоначчи к минимальной форме. Авторское 
свидетельство № 1300649 (соавторы Соляниченко Н.А., Замчевский В.В., Щекотихин О.В., Тишаев 
А.С.), БИ, 1986 г.  

219. Регистр сдвига. Авторское свидетельство № 1302320 (соавторы Лужецкий В.А., Черняк А.И., 
Андреев А.Е.), БИ, 1986 г.  

220. Способ аналого-цифрового преобразования. Авторское свидетельство № 1304172 (соавторы Азаров 
А.Д., Стейскал В.Я., Моисеев В.И., Марценюк В.П.), БИ, 1986 г.  

221. Цифроаналоговый преобразователь. Авторское свидетельство № 1319280 (соавторы Азаров А.Д., 
Стейскал В.Я., Моисеев В.И., Степанова И.П., Васильева Т.Н.), БИ, 1987 г.  

222. Устройство аналого-цифрового преобразования. Авторское свидетельство № 1330758 (соавторы 
Марценюк В.П., Моисеев В.И., Коваль О.В.), БИ, 1987 г.  



223. Устройство для деления кодов "золотой пропорции". Авторское свидетельство № 1361544 
(соавторы Лужецкий В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П.), БИ, 1987 г.  

224. Счетчик импульсов в р-кодах Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1379940 (соавторы 
Лужецкий В.А., Черняк А.И., Андреев А.Е.), БИ, 1987 г.  

225. Конвейерный аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1381706 (соавторы 
Арапов С.М., Азаров А.Д., Волков В.П., Арапова Е.М.), БИ, 1987 г.  

226. Устройство для приведения кодов Фибоначчи к минимальной форме. Авторское свидетельство № 
1392554 (соавторы Соляниченко Н.А., Сержанов В.В., Сачанюк В.И.), БИ, 1988 г.  

227. Последовательный сумматор. Авторское свидетельство № 1411734 (соавторы Квитка Н.А., 
Лужецкий В.А., Гаврилюк Г.И.), БИ, 1988 г.  

228. Сумматор кодов Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1411735 (соавторы Лужецкий В.А., 
Черняк А.И., Соболева И.С.), БИ, 1988 г.  

229. Анализатор спектра в ортогональном базисе. Авторское свидетельство № 1416982 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Ваховский В.Г.), БИ, 1988 г.  

230. Устройство для развертки кодов Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1417194 (соавторы 
Соляниченко Н.А., Замчевский В.В., Гуменюк Я.А.), БИ, 1988 г.  

231. Устройство для преобразования формы кода Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1418910 
(соавторы Лужецкий В.А., Стахов Д.А., Ваховский В.Г.), БИ, 1988 г.  

232. Преобразователь двоичного кода. Авторское свидетельство № 1427573 (соавторы Лужецкий В.А., 
Ваховский В.Г., Стахов Д.А.), БИ, 1988 г. 

233. Преобразователь кода Фибоначчи в двоичный код. Авторское свидетельство № 1432789 (соавторы 
Соляниченко Н.А., Замчевский В.В., Тарасова О.Н., Звенигородская Т.И.), БИ, 1988 г.  

234. Преобразователь кодов. Авторское свидетельство № 1438008 (соавторы Соляниченко Н.А., 
Замчевский В.В., Сержанов В.В., Золотарев С.И.), БИ, 1988 г.  

235. Устройство для контроля 3-кода Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1439596 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В.), БИ, 1988 г. 

236. Последовательный сумматор кодов с иррациональными основаниями. Авторское свидетельство № 
1439577 (соавторы Козак А.А., Лужецкий В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е.), БИ, 
1988 г.  

237. Преобразователь двоичного кода в код Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1439751 (соавторы 
Лужецкий В.А., Ваховский В.Г., Козлюк П.В., Попович И.М.), БИ, 1988 г.  

238. Устройство для умножения. Авторское свидетельство № 1444751 (соавторы Козак А.А., Лужецкий 
В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е.), БИ, 1988 г.  

239. Последовательное устройство для умножения. Авторское свидетельство № 1444754 (соавторы 
Лужецкий В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е.), БИ, 1988 г.  

240. Преобразователь кодов. Авторское свидетельство № 1450112 (соавторы Соляниченко Н.А., 
Замчевский В.В., Тарасова О.Н., Марцев Н.П.), БИ, 1988 г.  

241. Устройство для кодирования по векторному методу. Авторское свидетельство № 1444754 (соавторы 
Черняк А.И., Марценюк В.П., Пилипчак В.И., Пленсак О.А.), БИ, 1988 г.  

242. Преобразователь кодов. Авторское свидетельство № 14624486 (соавторы Соляниченко Н.А., 
Сержанов В.В., Вартапетян Э.А.), БИ, 1988 г.  

243. Устройство для контроля 3-кода Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1478217 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Ваховский В.Г.), БИ, 1989 г.  

244. Устройство для контроля р-кодов Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1478340 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Ваховский В.Г.), БИ, 1989 г.  

245. Счетчик импульсов в р-кодах Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1480121 (соавторы 
Лужецкий В.А., Черняк А.И., Андреев А.Е., Малиночка В.П.), БИ, 1989 г.  

246. Устройство для деления в 2-коде золотой пропорции. Авторское свидетельство № 1485231 
(соавторы Лужецкий В.А., Черняк А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е.), БИ, 1989 г.  

247. Устройство для деления. Авторское свидетельство № 1485232 (соавторы Лужецкий В.А., Козлюк 
П.В., Кузовова И.С.), БИ, 1989 г.  

248. Сумматор последовательного действия. Авторское свидетельство № 1488789 (соавторы Квитка 
Н.А., Лужецкий В.А., Заболотная Н.И.), БИ, 1989 г.  

249. Арифметико-логическое устройство. Авторское свидетельство № 1495789 (соавторы Квитка Н.А., 
Лужецкий В.А., Глебова М.В.), БИ, 1989 г.  

250. Устройство для контроля 3-кода Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1478217 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Ваховский В.Г.), БИ, 1989 г.  

251. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1495993 (соавторы Азаров А.Д., 
Моисеев В.И., Марценюк В.П., Стейскал В.Я., Лысюк В.В., Васильева Т.Н., Рафалюк А.Е., 
Крупельницкий Л.В., Майстришин В.В.), БИ, 1989 г.  

252. Преобразователь напряжение-код. Авторское свидетельство № 1508343 (соавторы Квитка Н.А., 
Лужецкий В.А., Короновский А.И., Петросюк Ю.А.), БИ, 1989 г. 



253. Устройство для контроля р-кода Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1510100 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В.), БИ, 1989 г.  

254. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1513619 (соавторы Азаров А.Д., 
Моисеев В.И., Марценюк В.П., Стейскал В.Я., Орлович Ю.П., Лысюк В.В., Васильева Т.Н., 
Рафалюк А.Е.), БИ, 1989 г.  

255. Преобразователь кодов. Авторское свидетельство № 1529458 (соавторы Лужецкий В.А., Квитка 
Н.А., Тютюнников И.Е.), БИ, 1989 г. 

256. Микропрограммное устройство управления. Авторское свидетельство № 1536379 (соавторы 
Лужецкий В.А., Сухарев А.А., Хуторянец А.Е.), БИ, 1989 г.  

257. Цифроаналоговый преобразователь. Авторское свидетельство № 1538254 (соавторы Азаров А.Д., 
Стейскал В.Я., Волков В.П., Плакидюк Н.В.), БИ, 1989 г.  

258. Устройство для контроля р-кодов Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1545330 (соавторы 
Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Сегнет Т.И.), БИ, 1989 г.  

259. Параллельный сумматор кодов Фибоначчи. Авторское свидетельство № 1546966 (соавторы 
Лужецкий В.А., Шебуков В.А., Ваховский В.Г., Коротин В.В., Попович И.М.), БИ, 1989 г.  

260. Устройство для суммирования Фибоначчи-десятичных кодов. Авторское свидетельство № 1546968 
(соавторы Лужецкий В.А., Козлюк П.В., Горлачева Е.А.), БИ, 1989 г.  

261. Последовательный сумматор. Авторское свидетельство № 1546970 (соавторы Лужецкий В.А., 
Черняк А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е., Кондратенко В.В.), БИ, 1989 г.  

262. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1547062 (соавторы Квитка Н.А., 
Лужецкий В.А., Квитка С.Н., Петросюк Ю.А.), БИ, 1989 г.  

263. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1550620 (соавторы Моисеев В.И., 
Стейскал В.Я., Власюк И.П.), БИ, 1989 г.  

264. Устройство для деления. Авторское свидетельство № 1552174 (соавторы Лужецкий В.А., Коротин 
В.В., Попович И.М.), БИ, 1989 г. 

265. Устройство для деления. Авторское свидетельство № 1552175 (соавторы Лужецкий В.А., Черняк 
А.И., Малиночка В.П., Андреев А.Е.), БИ, 1989 г.  

266. Устройство для регулирования тока. Авторское свидетельство № 1552311 (соавтор Погорелов В.Я.), 
БИ, 1989 г.  

267. Преобразователь кода. Авторское свидетельство № 1557685 (соавторы Соляниченко Н.А., 
Замчевский В.В., Тарасова О.Н., Золотарев С.И.), БИ, 1989 г.  

268. Устройство для цифровой магнитной записи. Авторское свидетельство № 1569878 (соавторы 
Марценюк В.П., Пилипчак В.И., Пленсак О.А., Степаненко А.В.), БИ, 1990 г.  

269. Аналого-цифровой преобразователь. Авторское свидетельство № 1571761 (соавторы Моисеев В.И., 
Стейскал В.Я., Крупельницкий Л.В.), БИ, 1990 г.  

270. Преобразователь кодов. Авторское свидетельство № 1578813 (соавторы Соляниченко Н.А., 
Замчевский В.В., Гуменюк Я.А.), БИ, 1990 г. 
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273. Adder of Fibonacci codes. Patent certificate of USA No 4159529.  
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