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  ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

ЧИСЕЛ ФИБОНАЧЧИ И ЛЮКА 

 

          Аннотация: Статья посвящена гиперболической функциям чисел Фибоначчи начала 

исследования которых были положены в работах  Н. Ф. Семенюты, А. П. Стахова и                

И. С. Ткаченко,   С. Л. Василенко, О. С. Боднара, С, П. Ясинского и др.[1–8], а также  работах 

зарубежных  ученых  Z. Trzaska и др.[9–12]. 

         В статье рассмотрены  гиперболические функции последовательностей чисел Фибоначчи и 

Люка, связанные с простейшими характеристическими уравнениями 
2х  – х – 1 = 0  и     

хх 52 −  + 1 = 0. Установлены формулы взаимосвязи чисел Фибоначчи и Люка с золотым 

сечением, гиперболическими  и показательными функциями. Получены последовательности 

гиперболических функций Фибоначчи и Люка и их свойства.   

         Ключевые слова: теория чисел, числа Фибоначчи, числа Люка, золотое сечение,  

характеристические уравнения,   рекуррентные гиперболические функции типа Фибоначчи и Люка. 

 

                                                  Последовательности чисел Фибоначчи и Люка 

 

         Числам Фибоначчи соответствует последовательность  

                                      F –6    F –5    F –4   F –3    F–2    F –1    F 0    F 1    F 2    F 3     F4    F 5   F 6 …,                   

                                        –8      5     –3       2      –1      1       0      1      1      2      3      5     8 …, 

которая образуется по  рекуррентному соотношению: 

                                    Fn = Fn–1 + Fn–2.      F0 = 0,          F1 = 1.                                                

        Числа Фибоначчи являются также основой последовательности чисел Люка   

                                      L –6   L –5    L –4     L–3    L –2    L –1       L 0    L 1   L 2    L 3     L4    L 5    L 6    …, 

                                     18     –11    7      –4      3       –1       2      1     3      4     7      11    18 …, 

которая образуется по  рекуррентному соотношению 

Ln = Ln–1 + Ln–2,       L0 = 2,       L0 = 2,       L1 = 1. 

        Числа Фибоначчи и  Люка связаны соотношениями: 

                                        Ln = Fn–1 + Fn+1,        F2n = FnLn. 

       Отношения чисел Фибоначчи Fn+ 1/Fn и Люка Ln+ 1/Ln в пределе (n → ) равны золотому 

сечению Ф = 1,618.  В пределе также: 

                                                 Ln = Fn 5 ,       .
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      Из решения рекуррентной последовательности  чисел Фибоначчи следуют  формулы 

решения чисел Фибоначчи и Люка: 
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где x1 и х 2    корни характеристического уравнения последовательностей чисел Фибоначчи и 

Люка. 

 

                         Характеристическое уравнение Фибоначчи  х2 –  х – 1 = 0                                           

   

        Простейшее характеристическое уравнение последовательности чисел  Фибоначчи                                                                                                                                  

                                                                     х2 –  х – 1 = 0,                                                              (1) 

корни которого  равны  золотому сечению: 

                              =
+

=
2

51
1х 1,618 = Ф,         

2

51
2

−
=х ,Ф618,0

2

15 1−−=−=
−

−=                                                          



      Корни уравнения  (1) связаны как с золотым сечением, так и показательными и 

гиперболическими функциями: 

 

x1 = Ф  = еγ = sh γ + ch γ =1,618,      x2 =  –Ф–1= –е–γ = sh γ – ch γ = –0,618, 

                    ln x1 = ln Ф  = 0,481 = γ,                    ln x2 = ln (–Ф–1) = –0,481 = –γ,     

sh γ = ,
2

1
      ch γ = .

2

5
 

       Степени корней уравнения (1) также связаны  с золотым сечением, показательными и 

гиперболическм\ими функциями: 

                    1

1х  = 1,618 = Ф =  еγ  =  sh γ + ch γ,          1

2х = –0,618 = –Ф–1 = –е–γ = sh γ – ch γ, 

         2

1х = 2,618 = Ф2 = е2γ = sh 2γ + ch 2γ,      2

2х = 0,382 = Ф–2 = е–2γ = ch 2γ – sh 2γ, 

                   3

1х = 4,236 = Ф3 = е3γ = sh 3γ + ch 3γ,      3

2х  = –0,236 = –Ф–3 = –е–3γ = sh 3γ – ch 3γ, 

          4

1х = 6,854 = Ф4 =  е4γ = sh 4γ + ch 4γ,     4

2х = 0,146  = Ф–4 = е–4γ = ch 4γ – sh 4γ, 

                   5

1х = 11,089 = Ф5 =  е5γ = sh 5γ + ch 5γ,       5

1х = –0,071 = –Ф–5 =  –е–5γ = sh 5γ – ch 5γ.                                         

          Разность и сумма корней уравнения (1): 

x1 – x2  = 2,236 51F= = Ф + Ф–1 = еγ + е–γ = 2сh γ,      

     2

1х – 2

2х  = 2,236 52F= = Ф2 – Ф–2 = е2γ – е–2γ = 2sh 2γ, 

                                      3

1х – 3

2х  = 4,472 53F= = Ф3 + Ф–3 = е3γ + е–3γ = 2сh 3γ, 

    4

1х – 4

2х = 6,705 54F= = Ф4 – Ф–4 = е4γ – е–4γ = 2sh 4γ, 

     5

1х – 5

2х = 11,180 55F= = Ф5 + Ф–5 = е5γ + е–5γ = 2сh 5γ,                                 

 

 x1 + x2  = 1 = =1L  Ф – Ф–1 = еγ – е–γ = 2sh γ, 

       2

1х  + 2

2х  = 3 = =2L  Ф2 + Ф–2 = е2γ + е–2γ = 2ch 2γ, 

      3

1х + 3

2х  = 4 = =3L  Ф3 – Ф–3 = е3γ – е–3γ = 2sh 3γ, 

       4

1х + 4

2х  = 7 = =4L  Ф4 + Ф–4 = е4γ + е–4γ =  2ch 4γ, 

                                           5

1х + 5

2х  = 11 == 5L  Ф5 – Ф–5 = е5γ – е–5γ = 2sh 5γ.   

 

       Из полученных разностей и сумм корней уравнения (1) следуют формулы чисел Фибоначчи и 

Люка:     
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         n = 2, 4, 6,… 

 

                                   =−=−=+= −−  nnnnnn

n eeФФxxL 21  2sh nγ ,          n = 1, 3, 5, …     

                           ,221  ncheeФФxxL nnnnnn

n =+=+=+= −−
        n = 2, 4, 6, … , 

       Из формул решения чисел Фибоначчи Люка следуют гиперболических функций 

золотого сечения взаимосвязанных с корнями уравнений, золотым сечением, 

показательными  функциями, числами Фибоначчи и Люка:     
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 n = 1, 3, 5,      

                                                                

                      Характеристическое уравнение Фибоначчи  х2 – 5 х + 1 = 0     

                                      

        Характеристическим уравнением последовательности чисел Фибоначчи является также 

уравнение   

                                                           х2 – 5 х + 1 = 0,   

 которому соответствуют два положительных корня:  

                                     618,1
2

15
1 =

+
=х = Ф,  618,0
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−
=х  = Ф. 

      Корни уравнения связаны как с золотым сечением, так и с показательными и 

гиперболическими функциями: 

      x1 = Ф  =  еγ = ch γ + sh γ ,618,1=        x2 = Ф–1 = е–γ = ch γ – sh γ ,618,0=  

ln x1 = ln Ф  = 0,481= γ,    ln x2 = ln Ф–1
  = –0,481= –γ,     

            ch γ ,
2

5
=        sh γ .

2

1
=  

      Степени корней уравнения равны 

                1

1х  = 1,618 = Ф =  еγ =  ch γ + sh γ,               1

2

−х = 0,618 = 1−Ф  = е–γ =  ch γ – sh γ, 

        2

1х = 2,618 = 2Ф = е2γ = ch 2γ + sh 2γ,         2

2

−х = 0,382 =  2−Ф = е–2γ = ch 2γ – sh 2γ, 

       3

1х = 4,236 = 3Ф = е3γ = ch 3γ + sh 3γ,          3

2

−х  = 0,236  =  3−Ф = е–3γ = ch 3γ – sh 3γ, 

        4

1х = 6,854 = 4Ф = е4γ = ch 4γ + sh 4γ,           4

2

−х  = 0,146  =  4−Ф = е–4γ = ch 4γ – sh 4γ, 

               5

1х = 11,089 = 5Ф = е5γ = ch 5γ + sh 5γ,           5

1

−х = 0,089 =  5−Ф = е–5γ = ch 5γ – sh 5γ. 

    Разность и сумма степеней корней уравнения: 

                                          x1 –  x2  = 1  = Ф – Ф–1= 1L  = еγ + е–γ  = 2sh γ, 

      2

1х – 2

2х  = 2,236 = Ф2 – Ф–2 52F=  = е2γ + е–2γ = 2sh 2γ, 

           3

1х – 3

2х  = 4 = Ф3 – Ф–3 = =+ 42 FF =3L  е3γ + е–3γ = 2sh 3γ, 

          4

1х – 4

2х  = 6,708 = Ф4 – Ф–4 54F=  = е4γ + е–4γ = 2sh = 4γ, 

         5

1х –  5

2х = 11 = Ф5 – Ф–5
564 LFF =+= = е5γ + е–5γ = 2sh 5γ, 

 

  x1 +  x2  = 2,236 51F= = Ф + Ф–1  = еγ + е–γ = 2 chγ, 

                                    2

1х  + 2

2х = 3 = =2L  Ф2 + Ф–2 = е2γ + е–2γ = 2ch 2γ, 

                                    3

1х  + 3

2х 53F= = 4,472 = Ф3 + Ф–3 = е3γ + е–3γ = 2ch 3γ,       

                                     4

1х + 4

2х  = 7 = =4L  Ф4 + Ф–4 = е4γ + е–4γ = 2ch 4γ, 

                                     5

1х + 5

2х  = =55F 11,180 = Ф5 + Ф–5 = е5γ + е–5γ = 2ch 5γ.                                                       

        Из полученных разностей и сумм корней уравнения (1) следуют формулы членов 

последовательностей чисел Фибоначчи и Люка:  
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 nnnnnn

n eeФФxxL −− +=+=+= 21 = 2ch nγ,         n = 2, 4, 6, …, 

   а также гиперболические  функции: 
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        Гиперболические функции могут быть представлены также формулами: 

                        ch ,)1(5)1(  −−=+ nchnchn       ch nγ =   )1()1(
5

1
−++ nchnch ,         

                        sh (n + 1)γ  )1(5 −−= nshnsh ,  sh nγ =   )1()1(
5

1
−++ nshnsh .          

       При малых аргументах (nγ < 10) приближенные значения гиперболических функций: 

             sh nγ = nγ ,
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       При больших аргументах (nγ > 10):    
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Ф = 1,618.                                               

 

     Заключение 

       Из рассмотренных характеристических уравнений последовательностей чисел Фибоначчи 

следуют  как известные, так и новые последовательности и  формулы  чисел Фибоначчи и 

Люка,  их взаимосвязи с золотым сечением,  показательными и  гиперболическими функциями. 

Из сумм и разностей корней характеристического уравнения (1) следуют  рекуррентные 

гиперболические последовательности типа Фибоначчи и типа Люка:   

 

                                          F1            F2               F3                F4                  F5 

                                           1             1             2             3              5 

                                
5

2
(ch 1γ       sh 2γ     ch 3γ        sh 4γ        ch 5γ …) 

 

                                         L1            L2                  L3                   L4                    L5 

                                         1              3              4              7              11   

                                     2(sh 1γ      ch 2γ       sh 3γ        сh 4γ        sh 5γ …)         

 

                 



                                        51F          L2          53F            L4          55F         

       2,236          3            4,472            7           11,180         

          2(ch 1γ       ch 2γ       ch 3γ          ch 4γ       ch 5γ …)     

 

 
                                                                

1L          52F            L3         54F            L5                    

                                            1           2,236             4           6,708          11 

                                       2(sh 1γ       sh 2γ        sh 3γ        sh 4γ        sh 5γ …) 

 

      В основе полученных последовательностях лежат  гиперболические функции золотого 

сечения, которые образуются по следующим рекуррентным соотношениям: 

                                             sh nγ = ch (n – 1)γ + sh (n –2)γ,       n = 1, 3, 5, … 

                                             ch nγ = sh (n – 1)γ + ch (n –2)γ,       n = 2, 4, 6, …  

      Гиперболические функции могут быть представлены также формулами: 

               ch nγ =   )1()1(
5

1
−++ nchnch ,        ch ,)1(5)1(  −−=+ nchnchn                                         

               sh nγ =   )1()1(
5

1
−++ nshnsh ,          sh (n + 1)γ  )1(5 −−= nshnsh . 

       При малых аргументах (nγ < 10) приближенные значения гиперболических функций: 

             sh nγ = nγ ,
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      При больших аргументах (nγ > 10):    
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nе

2

1
= nF

2

5
= nL

2

1
, 

                                          ==
+

=
+ 








е

chn

nch

shn

nsh )1()1(
Ф = 1,618.      

      И еще. Если представить гиперболические синус и косинус в виде таблицы, то получим 

две  гиперболических последовательностей чисел  Фибоначчи и Люка 

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 sh nγ  0,500 1,118 2,000 3,351 5,500 8,933 14,500 23,439 38,000 61,362 

ch nγ 1,118 1,500 2,236 3,500 5,584 9,000 14,513 23,500 37,941 61,500 

      

      Значения чередующихся  гиперболических функций  «синус–косинус» соответствуют 

числам последовательности Люка, а гиперболических функций «косинус–синус» – числам 

последовательности Фибоначчи. Это удивительная взаимосвязь гиперболических чисел 

Фибоначчи и Люка. При  nγ > 10  обе функции практически совпадают.                                             
       В общем же отметим, что полученные  последовательности чисел Фибоначчи и Люка, 

гиперболические функции  имеют оригинальный характер (может я ошибаюсь?), позволяют 

значительно расширить полигон исследований свойств рекуррентных   чисел и 

гиперболических функций в науке и технике.                                                   
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